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Sadrģaj predavanja 

ÁDirektna Z transformacija 

 

ÁOsobine Z transformacije 

 

ÁTablica osnovih transformacionih parova 

 

ÁInverzna Z transformacija 

 



Analiza diskretnih sistema 

u transformacionom 

domenu 



Analiza diskretnih sistema u transformacionom domenu I 

ÁU prethodnim predavanjima prikazali smo naļine analize linearnih vremenski 

nepromenljivih diskretnih sistema u vremenskom domenu, bazirane na opisu 

pomoĺu relacije ulaz izlaz, odnosno koriġĺenju aperiodiļne konvolucije i 

impulsnog odziva sistema  

 

ÁU nekoliko narednih predavanja prikazaĺemo alternativni naļin analize linearnih 

vremenski nepromenljivih diskretnih sistema, baziran na sledeĺoj opservaciji 

 

ÁOdredimo odziv LVN DS kada se na njegov ulaz dovede kompleksni stepeni 

diskretni signal, u(n)=zn. Koriġĺenjem aperiodiļne konvolucije i impulsnog 

odziva sistema, odziv LVN DS na posmatrani pobudni signal ima sledeĺi oblik 
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Analiza diskretnih sistema u transformacionom domenu II 

 

 

 

ÁAnalizom prethodnog izraza, moģemo primetiti da odziv LVN DS na kompleksni 

stepeni diskretni signal predstavlja isti kompleksni stepeni diskretni signal, ļija je 

amplituda modifikovana sledeĺom kompleksnom funkcijom 

 

 

 

ÁVidimo da se ponaġanje LVN DS takoĽe u potpunosti moģe karakteristati 

pomoĺu ove kompleksne funkcije, G(z), poznate pod nazivom Z transformacija 

diskretne sekvence g(n) 
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Analiza diskretnih sistema u transformacionom domenu III 

ÁU ovom predavanju pokazaĺemo da Z transformacija takoĽe ima vrlo 

interesantnu osobinu da se operacija aperiodiļne konvolucije u vremenskom 

domenu transformiġe u obiļnu operaciju algebarskog mnoģenja u 

transformacionom, Z domenu  

 

ÁOva osobina Z transformacije omoguĺava jednostavno izraļunavanje operacije 

aperiodiļne konvolucije  

 

ÁZ transformacija takoĽe omoguĺava definisanje novog kriterijuma BIBO 

stabilnosti, ovog puta u transformacionom Z domenu, koji je daleko jednostavniji 

od vremenskog kriterijuma za BIBO stabilnost, definisanog ranije  

 

ÁZ transformacija predstavlja pandam Laplasovoj trasformaciji u diskretnom 

vremenu, i ima jednaku vaģnost prilikom analize diskretnih sistema, kao ġto 

Laplasova transformacija ima prilikom analize vremenski kontinualnih sistema 
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Analiza diskretnih sistema u transformacionom domenu IV 

ÁSluļaj kada je kompleksna stepena funkcija zapravo jednaka kompleksnom 

prostoperiodiļnom signalu uļestanosti ɤ, odnosno kada vaģi z=ejɤ, je posebno 

vaģan. U ovom sluļaju prethodni izraz za kompleksnu funkciju G(z) postaje 

 

 

 

 

ÁU ovom sluļaju kompleksna funkcija G(ejɤ) moģe se zapisati na sledeĺi naļin 

 

 

 

ÁKoristeĺi ovu formu zapisa kompleksne funkcije G(ejɤ), odziv LVN DS na 

kompleksni prostoperiodiļni signal ejɤn ima sledeĺi oblik 
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Analiza diskretnih sistema u transformacionom domenu V 

 

 

ÁPrethodni izraz opisuje naļin na koji LVN DS, karakterisan pomoĺu kompleksne 

funkcije G(ejɤ), modifikuje kompleksni prostoperiodiļni ulazni signal  

 

ÁIzlaz LVN DS na ovakvu pobudu biĺe kompleksni prostoperiodiļni signal iste 

uļestanosti ɤ, sa promenjenom amplitudom, sa multiplikativnim faktorom        

          , i promenjenom fazom, sa aditivnim faktorom Ū(ɤ)!  

 

ÁZbog moguĺnosti ovakve interpretacije, LVN DS se ļesto karakteriġu i preko 

para realnih funkcija realne promenljive ɤ,           i Ū(ɤ) 

 

ÁOve dve funkcije poznatije su pod imenom aplitudska i fazna karakteristika 

LVN DS 
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Analiza diskretnih sistema u transformacionom domenu VI 

ÁSa druge strane, kompleksna funkcija G(ejɤ) poznatija je pod nazivom Furijeova 

transformacija diskretne sekvence g(n)  

 

ÁIz svega navedenog jasno je da Furijeova transformacija ima istu znaļajnu 

ulogu u analizi diskretnih sistema, kao i u sluļaju vremenski kontinualnih 

sistema 

 

ÁU narednim predavanjima definisaĺemo direktne i inverzne Z i Furijeove 

transformacije diskretnih signala, navesti neke od najvaģnijih osobina koje za 

njih vaģe i pokazati kako se one mogu koristiti u procesu analize LVN DS, ovaj 

put u transformacionom, frekvencijskom domenu 
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Direktna Z transformacija 



Direktna Z transformacija I 

ÁZ transformacija predstavlja generalizaciju Furijeove transformacije i igra veliku 

ulogu u analizi diskretnih sistema  

 

ÁMogu se definisati dve vrste Z transformacije 

 

ÁBilateralna Z transformacija, Xb(z), diskretnog signala x(n) definiġe se na sledeĺi  

 

 
 

Ánaļin gde je z kompleksna promenljiva 

 

ÁUnilateralna Z transformacija, Xu(z), diskretnog signala x(n) razlikuje se od 

bilateralne samo u tome ġto granice sumiranja ovaj put idu od 0 do Ð 
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Direktna Z transformacija II 

ÁNa osnovu definicionih izraza za bilateralnu i unilateralnu Z transformaciju, 

vidimo da su one jednake u sluļaju da je signal x(n) jednak nuli za n<0  

 

ÁKao ġto se takoĽe moģe videti iz definicionih izraza, obe transformacije 

predstavljaju beskonaļni red, preciznije Loranov red, pa bilateralna i unilateralna 

Z transformacija nekog signala x(n) postoji samo za one vrednosti kompleksne 

promenljive z za koje odgovarajuĺi red konvergira  

 

ÁSkup vrednosti promenljive z za koje beskonaļni red konvergira predstavlja 

oblast konvergencije (Region of Convergence, ROC) posmatranog reda  

 

ÁVrlo ļesto se oblast konvergencije zanemaruje, meĽutim ona igra centralnu 

ulogu u jedinstvenosti Z transformacije diskretnog signala  

 

ÁNaime, diskretni signal x(n) jednoznaļno je odreĽen svojom Z transformacijom 

X(z) i oblaġĺu konvergencije.  
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Direktna Z transformacija III 

ÁNa primer, odredimo bilateralnu Z transformaciju diskretnog signala x(n)=a·h(n) 

ÁKoristeĺi definicioni izraz za bilateralnu Z transformaciju dobijamo sledeĺe 

 

 

 

ÁDa bi gornja beskonaļna suma konvergirala, mora da vaģi sledeĺe 

 

 

ÁAko je prethodni uslov zadovoljen, bilateralna transformacija signala x(n)=a·h(n) 

postoji i ima sledeĺi oblik 

 

 
 

ÁPrethodna Z transformacija postoji samo ako se kompleksni broj z nalazi unutar 

oblasti konvergencije, koja je u ovom primeru unutraġnjost kruga        . 
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Direktna Z transformacija IV 

ÁZa neke diskretne signale Z transformacija uopġte ne postoji. Na primer, 

pokuġajmo da izraļunamo bilateralnu Z transformaciju sledeĺeg diskretnog 

signala 

 

 

 

ÁUvrġtavanjem ovog signala u definicioni izraz dobijamo 

 

 

 

ÁU ovom sluļaju se izraļunavanje bilateralne Z transformacije svodi na sumiranje 

dva beskonaļna niza 
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Direktna Z transformacija V 

ÁDa bi prvi niz konvergirao, mora da vaģi sledeĺe 

 

 
 

ÁDa bi drugi niz konvergirao, mora da vaģi sledeĺe 

 

 
 

ÁDa bi bilateralna Z transformacija posmatranog signala x(n) postojala, obe sume 

moraju istovremeno konvergirati, ġto znaļi da istovremeno moraju vaģiti oba 

navedena uslova  
 

ÁMeĽutim, u naġem primeru, ne postoji ni jedna vrednost kompleksne promenljive 

z, za koju ĺe oba uslova biti istovremeno zadovoljena  
 

ÁNa osnovu prethodne analize moģemo zakljuļiti da bilateralna Z transformacija 

posmatranog signala x(n) ne postoji 
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Direktna Z transformacija VI 

ÁMeĽutim, njegova unilateralna Z transformacija postoji, i ima sledeĺi oblik 

 

 

 

ÁKoristeĺi osobine Loranovih redova, moģemo izvuĺi neke generalne zakljuļke u 

vezi sa izgledom oblasti konvergencije direktne Z transformacije. Posmatrajmo 

Loranov red, definisan sledeĺim izrazom 

 

 
 

Áza koji vaģi                               . Neka je Ŭ(z) definisano na sledeĺi naļin 

 

 

ÁLoranov red konvergira ukoliko je Ŭ(z)<1, odnosno divergira ukoliko je Ŭ(z)>1  

ÁU sluļaju da je Ŭ(z)=1, nije moguĺe reĺi da li Loranov red konvergira ili divergira 
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Direktna Z transformacija VII 

ÁUkoliko gornji rezultat primenimo na sumu koja predstavlja definicioni izraz za 

unilateralnu Z transformaciju, uslov njene konvergencije postaje 

 

 

 

ÁUvodeĺi smenu 

 

 

 

ÁUslov za konvergenciju sume unilateralne Z transformacije postaje 

 

 
 

ÁNa osnovu gornjeg uslova egzistencije unilateralne Z transformacije diskretnog 

signala x(n) moģemo zakljuļiti sledeĺe 
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Direktna Z transformacija VIII 

ÁUkoliko unilateralna Z transformacija diskretnog signala x(n) postoji, tada njena 

oblast konvergencije uvek predstavlja spoljaġnjost kruga        
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Direktna Z transformacija IX 

ÁPrethodni rezultat moģe se proġiriti tako da pokriva i bilateralnu Z transformaciju  

ÁPosmatrajmo sumu S(z), definisanu na sledeĺi naļin 

 

 
 

ÁUkoliko sumu S(z) prikaģemo kao zbir suma S1(z) i S2(z) na sledeĺi naļin 

 

 

 

ÁTada S(z) konvegira ako obe sume S1(z) i S2(z) konvergiraju  

 

ÁDa bi ove dve sume konvergirale, moraju biti zadovoljena sledeĺa dva uslova 

 

 

ÁSuma S(z) konvegira ako vaģi, Ŭ1(z)<1 i Ŭ2(z) >1 
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Direktna Z transformacija X 

ÁUkoliko ovaj generalni rezultat primenimo na definicioni izraz za bilateralnu Z 

transformaciju dobijamo sledeĺe 

 

 

 

 

ÁAko definiġemo sledeĺe 

 

 

 

ÁUslov za konvergenciju sume bilateralne Z transformacije postaje 

 

 

ÁNa osnovu gornjeg uslova egzistencije bilateralne Z transformacije diskretnog 

signala x(n) moģemo zakljuļiti sledeĺe 
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Direktna Z transformacija XI 

ÁUkoliko bilateralna Z transformacija diskretnog signala x(n) postoji, tada njena 

oblast konvegencije uvek predstavlja unutraġnjost prstena,  

 

 

 

ÁU sluļaju da je r1 > r2, bilateralna Z transformacija signala x(n) ne postoji 
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Direktna Z transformacija XII 

ÁUkoliko je signal x(n) kauzalan, odnosno vaģi da je x(n)=0 za n < n0, tada ako 

bilateralna Z transformacija signala x(n) postoji, njena oblast konvergencije je 

uvek spoljaġnjost kruga   

 

 

ÁUkoliko je n0 < 0, tada oblast konvergencije ne ukljuļuje  
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Direktna Z transformacija XIII 

ÁUkoliko je signal x(n) ko-kauzalan, odnosno vaģi da je x(n)=0 za n > n0, tada ako 

bilateralna Z transformacija signala x(n) postoji, njena oblast konvergencije je 

uvek unutraġnjost kruga  

 

 

ÁUkoliko je n0 > 0, tada oblast konvergencije ne ukljuļuje taļku z=0 
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Direktna Z transformacija XIV 

ÁUkoliko je signal x(n) sa konaļnim nosaļem, odnosno vaģi da je x(n)=0 za  

n < n0 i n > n1, tada ako bilateralna Z transformacija signala x(n) postoji, njena 

oblast konvergencije ukljuļuje sve taļke Z ravni, osim onih u kojima je   

 

 

 

ÁOblast konvergencije ne ukljuļuje taļku z=0 ako je n1 > 0, odnosno kruģnicu  

ako je n0 < 0 

 

 

ÁDa bi se Z transformacija jednoznaļno definisala, mora se navesti njena oblast 

konvergencije  

 

ÁUkoliko je izostavimo, beskonaļno mnogo razliļitih signala x(n) imaĺe istu Z 

transformaciju, kao ġto ilustruje sledeĺi primer 
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Direktna Z transformacija XV 

ÁPronaĽimo bilateralnu Z transformaciju sledeĺih diskretnih signala: 
 

a) x(n) = a·2n·h(n), 
 

b) x(n) = -a·2n·h(-n-1). 

 

ÁReġenje pod a) 

ÁKoristeĺi definicioni izraz za bilateralnu Z transformaciju dobijamo sledeĺe 
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Direktna Z transformacija XVI 

ÁReġenje pod b) 

ÁKoristeĺi definicioni izraz za bilateralnu Z transformaciju dobijamo sledeĺe 

 

 

 

 

 

 

 

 

ÁUporeĽivanjem izraza dobijenih pod a) i b) moģemo videti da su oni identiļni. 

Jedino ġto ih razlikuje jeste oblast konvergencije.  

 

ÁOvaj primer naglaġava ļinjenicu da je za potpuno specificiranje Z transformacije 

nekog diskretnog signala x(n) potrebno navesti i njenu oblast konvergencije 
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Osobine Z transformacije 



Z transformacija vremenski invertovanog signala 

ÁUkoliko je bilateralna Z transformacija diskretnog signala x(n) jednaka X(z), tada 

vaģi 

Zb{x(-n)} = X(z-1) 

 

ÁAko je oblast konvergencije X(z)               , tada je oblast konvergecije Zb{x(-n)} 

jednaka   

 

ÁDokaz: 

 

 

 

ÁOblast konvergencije gornje sume data je sledeĺim izrazom,                 , odakle 

sledi  
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Linearnost 

ÁBilateralna i unilateralna Z transformacija su linearne operacije. Ako imamo dva 

proizvoljna diskretna signala x1(n) i x2(n) i dve proizvoljne realne konstante c1 i 

c2, i ako je x(n) = c1x1(n) + c2x2(n), tada vaģi 
 

X(z) = c1X1(z) + c2X2(z), 

 

Ápri ļemu je oblast konvergencije X(z) predstavlja presek oblasti konvergencije 

X1(z) i X2(z) 

 

ÁDokaz: 

 

 

 
 

ÁKako obe gornje sume istovremeno moraju konvergirati da bi postojao X(z), 

oblast konvergencije X(z) predstavlja presek oblasti konvergencije X1(z) i X2(z) 
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Z transformacija vremenski pomerenog signala u desno I 

ÁZa bilateralnu i unilateralnu Z transformaciju vaģe interesantne osobine ukoliko 

je potrebno izraļunati Z transformaciju vremenski pomerenog diskretnog signala  

 

ÁUkoliko nam je poznata bilateralna Z transformacija, X(z), diskretnog signala 

x(n), a potrebno je izraļunati bilateralnu Z transformaciju tog istog diskretnog 

signala vremenski pomerenog za k mesta u desno, x(n-k), vaģi sledeĺa veza 
 

Zb{x(n-k)} = z-kX(z) 

 

ÁOblast konvergencije Zb{x(n-k)} jednaka je oblasti konvergencije Zb{x(n)}, uz 

eventualno ukljuļivanje/izbacivanje z=0 ili  

 

ÁDokaz:  

30 

¤=z

( ){ } ()äää
¤

-¤=

---

¤

-¤=

--

-=

¤

-¤=

- ===-=-
m

kmk

m

km

knm
n

n

b zXzzmxzzmxzknxknxZ .)()()(



Z transformacija vremenski pomerenog signala u desno II 

ÁU sluļaju unilateralne Z transformacije vaģi sledeĺa veza 
 

Zu{x(n-k)} = z-kX(z)+x(-k)+z-1x(-k+1)+...+z-k+1x(-1) 

 

ÁDokaz: 
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Z transformacija vremenski pomerenog signala u levo I 

ÁU sluļaju da je potrebno izraļunati Z transformaciju diskretnog signala 

vremenski pomerenog u levo za k mesta, vaģe sledeĺe veze 

 

ÁUkoliko nam je poznata bilateralna Z transformacija, X(z), diskretnog signala 

x(n), a potrebno je izraļunati bilateralnu Z transformaciju tog istog diskretnog 

signala vremenski pomerenog za k mesta u levo, x(n+k), vaģi sledeĺa veza 
 

Zb{x(n+k)} = zkX(z) 

 

ÁOblast konvergencije Zb{x(n+k)} jednaka je oblasti konvergencije Zb{x(n)}, uz 

eventualno ukljuļivanje/izbacivanje z=0 ili  

 

ÁDokaz: 
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Z transformacija vremenski pomerenog signala u levo II 

ÁU sluļaju unilateralne Z transformacije vaģi sledeĺa veza 
 

Zu{x(n+k)} = zkX(z)-zkx(0)-zk-1x(1)-...-z1x(k-1) 

 

ÁDokaz: 
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Diferenciranje u transformacionom domenu 

ÁUkoliko nam je poznata bilateralna ili unilateralna Z transformacija, X(z), 

diskretnog signala x(n), a potrebno je izraļunati bilateralnu ili unilateralnu Z 

transformaciju tog istog diskretnog signala pomnoģenog sa n, n·x(n), vaģi 

sledeĺa veza 

 

 

 

ÁOblast konvergencije Zb,u{n·x(n)} jednaka je sa oblasti konvergencije X(z) 

 

ÁDokaz: 
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Skaliranje u transformacionom domenu 

ÁUkoliko nam je poznata bilateralna ili unilateralna Z transformacija, X(z), 

diskretnog signala x(n), a potrebno je izraļunati bilateralnu ili unilateralnu Z 

transformaciju tog istog diskretnog signala pomnoģenog sa an, an·x(n), vaģi 

sledeĺa veza 

 

 

 

ÁAko je oblast konvergencije X(z) jednaka              , onda je oblast konvergencije 

Zb,u{a
n·x(n)} jednaka  

 

ÁDokaz: 

 

 

ÁOblast konvergencije gornje sume data je sledeĺim izrazom,               , odakle 

sledi  
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Z transformacija konvolucije dva diskretna signala I 

ÁJedna od najvaģnijih osobina Z transformacije jeste naļin na koji se moģe 

izraļunati aperiodiļna konvolucija dva diskretna signala u transformacionom 

domenu  

 

ÁAko imamo dva proizvoljna diskretna signala x1(n) i x2(n), tada se aperiodiļna 

konvolucija ova dva signala, x(n) = x1(n) * x2(n), u transformacionom domenu 

moģe izraļunati na sledeĺi naļin 
 

X(z) = X1(z)· X2(z), 

 

Ápri ļemu je oblast konvergencije X(z) predstavlja presek oblasti konvergencije 

X1(z) i X2(z) 
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Z transformacija konvolucije dva diskretna signala II 

ÁDokaz: 

 

 

 

 

 

 

 

ÁKako obe gornje sume istovremeno moraju konvergirati da bi postojao X(z), 

oblast konvergencije X(z) predstavlja presek oblasti konvergencije X1(z) i X2(z) 
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Tablica osnovih 

transformacionih parova 



Tablica osnovih transformacionih parova I 

ÁU donjoj tabeli prikazani su neki najļeġĺe koriġĺeni diskretni signali i njihovi 

transformacioni parovi, zajedno sa odgovarajuĺim oblastima konvergencije 

 

ÁKoriġĺenjem ovih osnovnih transformacionih parova i odgovarajuĺih osobina Z 

transformacije, prikazanih ranije, moguĺe je izraļunati direktnu ili inverznu Z 

transformaciju sloģenijih diskretnih signala, bez potrebe za koriġĺenjem 

definicionih izraza 
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x(n) X(z) Oblast konvergencije 

1. ŭ(n)  1 

2. h(n) 
 

 

3. anh(n) 
 

 

4. nh(n) 
 

 

1-z

z

az

z

-

( )21-z

z

1>z

1>z

az >

CzÍ



Tablica osnovih transformacionih parova II 

40 

  
x(n) X(z) Oblast konvergencije 

5. n2h(n) 
 

  

6. nanh(n) 
 

 

7. n2anh(n) 
 

 

8. eanh(n) 
 

 

9. �F�R�V���&�Q���K���Q�� 
 

 

10. �V�L�Q���&�Q���K���Q�� 
 

 

11. an�F�R�V���&�Q���K���Q�� 
 

 

1>z

1>z

az >

az >

1>z

az >


