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Analiza diskretnih sistema u transformacionom domenu |

AU prethodnim predavanjima prikazali s
nepromenljivih diskretnih sistema u vremenskom domenu, bazirane na opisu
pomol u relacije ulaz i1zlaz, odnosno Kk

Impulsnog odziva sistema

AU nekoli ko narednih p
VI emensKki nepromenl ji

AQOdredimo odziv LVN DS kada se na njegov ulaz dovede kompleksni stepen
diskretni signal, u(n)=z". Koriglenjem aperiodil| ne Kk
odziva sistema, odziv LVN DS na pos ma

o]

) =uln)* oln)= & uln- k)= 2 alk)=2' @ gl)a

k=- o k=- o k=- o



Analiza diskretnih sistema u transformacionom domenu |l

(o) =uln) olr)= & ul- W)= & 2 @) =7 6@ ok)e

k=- o k=- © k=- o

AAnalizom prethodnog izraza, mogemo pr
stepeni diskretni signal predstavl | a
amplituda modi fi kovana sl edel om kompl

()= § gl

k=- o

AVi di mo da se ponaganje LVN DS takole
pomol u ove komplG&kmate podinazkvam Ztransformacija
diskretne sekvence g(n)



Analiza diskretnih sistema u transformacionom domenu llI

AU ovom predavanju pokazalemo da Z tr a
|l nteresantnu osobinu da se operacij a
domenu transformige u obilnu operaci |
transformacionom, Z domenu

AOva osobi

a Z transformacije omogul av
aperiodi | e k

n
n onvoluci | e
AZ transformacija takole omogul ava def

stabilnosti, ovog puta u transformacionom Z domenu, koji je daleko jednostavniji
od vremenskog kriterijuma za BIBO stabilnost, definisanog ranije

AZ transformacija predstavlja pandam Laplasovoj trasformaciji u diskretnom
Vvriemenu, I Il ma jednaku vagnost priliKk
Laplasova transformacija ima prilikom analize vremenski kontinualnih sistema



Analiza diskretnih sistema u transformacionom domenu IV

ASI| ul aj kada J e kompleksna stepena fun
prostoperiodil nomv¥ysi gdabas nol|zis’it acsabsoy i
vagan. U ovom slulaju pretho@(postajez r az

cle)= 4 gk

k=- @

AU ovom sl ul aju kdpmokien & ef wrakd isjad i n
G(ejW) = ‘G(ej”/}ejQ(W)

AKoristeli ovu for mu zeG(BJ'iysodziyk\b\lrEDﬁhaeksne
kompl eksni pr osteodearai odieldreil isiodgd alk

Y(n) = G(ejw)ej”’“ = ‘G(ejw}ejQ(W)ejW” = ‘G(eleejQ(W)ﬂwn



Analiza diskretnih sistema u transformacionom domenu V

y(n):G(eiw)ejvm :‘G(ejw}ejq(w)ejvm :‘G(eleejQ(w)ﬂ'wn

APr et hodni | zraz opisuje nalin na kojl
funkcijeG(e'y, modi fi kuj e kompl eksni prostop

Al zl az LVN DS na ovakvu pobudu bi liste ko
ul e st amn,esspromenjenom amplitudom, sa multiplikativnim faktorom
‘G(ejwl, i promenjenom fazom, sa aditivnim faktorom U ( ¥ )

AZbog mogul nosti ovakve interpretaci]je
para realnih funkcija realne promenljive x,‘G(e‘W}i U(( v)

AOve dve funkcije poznatije su pod imenom aplitudska i fazna karakteristika
LVN DS



Analiza diskretnih sistema u transformacionom domenu VI

ASa druge strane, kompleksna funkcija G(e! ¥ poznatija je pod nazivom Furijeova
transformacija diskretne sekvence g(n)

Al z svega navedenog jasno je da Furiije
ul ogu u anal i zi di skretni h sistema, Kk
sistema

AU narednim predavanjima definisalemo
transformacije diskretnih signala, na
njih vage i pokazat. kako se one mogu
put u transformacionom, frekvencijskom domenu
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Direktna Z'trarisformacija |

AZ transformacija predstavlja generalizaciju Furijeove transformacije i igra veliku
ulogu u analizi diskretnih sistema

AMogu se definisati dve vrste Z transformacije

ABilateralna Z transformacija, X,(z), diskretnog signalax(nyd e f i ni ge se
def ™

X,(2) = g x(mz"
Anal i n zkdnepleksre promenljiva

AUnilateralna Z transformacija, X,(z), diskretnog signala x(n) razlikuje se od

bi |l ateral ne samo u tome gto granice s
def [ o
X.(2) = x(n)z
n=0



Direktna Z‘traﬂ’sformacija |

ANa osnovu definicionih izraza za bilateralnu i unilateralnu Z transformaciju,
vidi mo da su one | edn x(R)gednaknslilzank@G | u d a

AKao gto se takolLe moge videti iz def|
predstav!|ljaju beskonal ni red, precizn
Z transformacija nekog signala x(n) postoji samo za one vrednosti kompleksne

promenlivezza koje odgovarajul.i red konver

ASkup vrednosti promenljivezza koj e beskonal ni red Kk
oblast konvergencije (Region of Convergence, ROC) posmatranog reda

AVr|l o | esto se oblast konvergencije za
ulogu u jedinstvenosti Z transformacije diskretnog signala

ANaime,diskretnisign’alx(n)j ednoznel mdrelen svojom
X(2) i obl aglu konvergencij e.




Direktna Z‘traﬂ'sformacija 1]

ANa primer, odredimo bilateralnu Z transformaciju diskretnog signala x(n)=a-h(n)

AKori steldi definicioni izraz za bil at e
def ®

X, (2) = § XMz aacm(n)z _acaocz +acalcz _acalcéz)

n=- o n=- o n=- ©

ADa b gornja beskonalna suma konver gi
Y <1 U |4>1

AAko je prethodni uslov zadovoljen, bilateralna transformacija signala x(n)=a-h(n)

postoj i | | ma sledeli obl i1 k
1
Xb(Z)Zal_ 2-1:Z_ 1’|Z|>1

APrethodna Z transformacija postoji samo ako se kompleksni broj z nalazi unutar
obl asti konvergencije, koja jl#=1u ovom



Direktna Z‘trarisformacija IV

AZa neke diskretne signale Z transform
pokugaj mo da 1 zralunamo bil ateral nu Z

signala
€4" nz 0
xn)=1_,
i3,n<0

AUvr gt avanjem ovog signala u definicio

def 2 S s R 2848 S Aazo
X,(2=qQxnNz"=94'Q@d"+q3Q"=q44Q"+q3 @ =g&0+tq *xo0
n=- o n=0 n=- o n=0 =1 n:O(;;Z+ Izlg =

AU ovom slulaju se izralunavanje bil at

dva beskonal na ni za



Direktna Z'trarisformacija V

ADa bi pr vi ni z konvergirao, mora da Vv
4 .
—<1 U >4
: 4

ADa bi dr ugi ni z konvergirao, mora da

Z Ve
—|<1 U 3
3< |z|<

ADa bi bilateralna Z transformacija posmatranog signala x(n) postojala, obe sume
moraju I stovremeno konvergirati, gto
navedena uslova

AMe Lut i m, u nagem primeru, ne postojl
ZzZ, za koju | e oba wuslova bit] | stovrer
ANa osnovu prethodne analize mogemo za

osmatranog signala x(n) ne postoji




Direktna Z‘trarisformacija VI

AMe Lutim, njegova unilateralna Z trans
def 2 o Y | Z
X,(2=8 xNz"= 4@ "= &0 = =——.|4>4
n=0 n=0 nzogZ+ 1- — z- 4
V4
AKor i steld. osobine Loranovih redova, m
vezi sa izgledom oblasti konvergencije direktne Z transformacije. Posmatrajmo
Loranov red, definisan sl edelim i zraz

s(z)=Q f.(2)
n=0
Az a ko |fjz)<wagaL2,.. U(definisano na sl e

fn (leln

ALoranov red konvergira ukoliko je U ( z )oenbsno divergira ukolikojeU ( z ) > 1
AU sl ul aPuz)Yd=adijjee mogule reli da |i Lol

a(z): lim

n-




Direktna Z‘trarisformacija VII

AUkoliko gorniji rezultat primenimo na sumu koja predstavlja definicioni izraz za
unilateralnu Z transformaciju, uslov njene konvergencije postaje

X(nxll n <1

_nl¥n

f.(2)"" =lim

n- o

x(n)z

:‘Z'l

g Lt

AUvodeli smenu

r =lim|x(n)""

n- o

AUslov za konvergenciju sume unilateralne Z transformacije postaje

4>r

ANa osnovu gornjeg uslova egzistencije unilateralne Z transformacije diskretnog
signalaxn)mogemo zakl juliti sledele



Direktna Z‘trarisformacija VII|

AUkoliko unilateralna Z transformacija diskretnog signala x(n) postoji, tada njena
oblast konvergencijeuvek predstavlja spoljagnjos

|z|>r

Im{z}

Re{z}




Direktna Z‘trarisformacija IX

APr et hodni rezultat moge se progirit.i
APosmatraimosumuS(z), defi ni sanu na sl edel i na
S(z)=a f.(2)
AUkolikosumuS(z)pr i kage mo k &Sgz)iShz)ma ssilmadel | n
o] o] -1
S(2)= 4 f.(9=a f.(2+a f.(2=s(2)+s.(2)
n=- o n=0 n=- o

ATada S(z) konvegira ako obe sume S,(z) i S,(z) konvergiraju

ADa b ove dve sume konvergirale, mor a
fn(z)|1/n a,(z)= I_imen(z)|1/n

ASumaS(z)k onvegi r aU@kldU@ealy i ,

a,(2) = lim




Direktna Z‘trarisformacija X

AUkoliko ovaj generalni rezultat primenimo na definicioni izraz za bilateralnu Z
transformaci ju dobijamo sl edel e

al(z): me} fn(z)|1/n = ng] x(n)z' . ‘z ! x(n)|1’n <1
a,(z)= nI_ir_n‘an(z)|1/" = nl_ir_an(n)z'n . —‘ T lin ‘Jx(n)|1/n >1
e d el e

AAko defini gemo s
:Im

r, = n|_|r_nc]x(n)|1/n

AUslov za konvergenciju sume bilateralne Z transformacije postaje

rn<|Z<r,

ANa osnovu gornjeg uslova egzistencije bilateralne Z transformacije diskretnog
signalax(hYmogemo zakl juliti sledele




Direktna Z‘trarisformacija XI

AUkoliko bilateralna Z transformacija diskretnog signala x(n) postoji, tada njena
oblast konvegencijeuv ek predstavlja uputragnjos

n<|g<r,

AU s | ul aijzur, bilaerajna Z transformacija signala x(n) ne postoji

Im{z}
A

)

274




Direktna Z‘trarisformacija XII

AUkoliko je signalx(n)k auz al an, odn aB)r0zanv<agtadadka | e
bilateralna Z transformacija signala x(n) postoji, njena oblast konvergencije je
uvek spoljagnjost kruga

7>,

AUkolikojen,<0, tada oblast konv|gaegenci je ne
Im{z}

Re{z}




Direktna Z‘trarisformacija Xl

AUkoliko je signal x(nN) ko-k auz al an, o dn &@B)r0aan>aytada dka
bilateralna Z transformacija signala x(n) postoji, njena oblast konvergencije je
uvek unutragnjost kruga

Z4<r,

AUkolikojen,>0, tada obl ast konver geOnci j e ne
Im{z}




Direktna Z‘trarisformacija XIV

AUkoliko je signalx(n)sa konal ni m nosal emx(nes0dan 0 S n
n<nylin>n,, tada ako bilateralna Z transformacija signala x(n) postoji, njena
obl ast konvergencije ukljuluje sve t a

X(n)z " ==

AObl ast konvergenci j=eakmjen, & | joulnwjser ot &Ir
akojen, <0

ADa bi se Z transformacija jednoznal no
konvergencije

AUkol i ko je izostavimo, besk@mamlahe mmrsad
transformaci ju, kao gto i1 lustruje sl e



Direktna Z‘trarisformacija XV

APronali mo bilateral nu Z transfor maci |
a) x(n) = a-2"-h(n),

b) x(n) = -a-:2"-h(-n-1).

ARegenje pod a)

AKoristeli definicioni izraz za bil ate
def % RAE |
X,(2) = a x(nz" =g aQ"d(nz" —aoa o™ +a(a 2"Q " =

829 1 _
-a@ 88 -at - = i

Z_

1__
Z



Direktna Z‘trarisformacija XV

ARegenje pod b)

AKoristeli definicioni izraz za bilate
def 5 i . N N
Xp(2=g x(nz"=q-aQ@" d(-n-N)z"=-aC 2"Q"-a@ 0Q "=
n=- o n=- o n=- o n=0
oy .
:-ac'ﬁgez—gz-a 1 . 2a o 2a +a:2a+az- 2a:
o G2+ 1. 2 2-2 z- 2 Z- 2
2
:£,|z|<2
Z_
AUporelivanjem izraza dobijenih pod a)
Jedino gto I h razli kuje Jjeste obl ast
AOvaj primer naglagava |injenicu da je

nekoi diskretnoi siinala x‘nl iotrebno navesti | n'|enu oblast konverienciie
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Z transformacija vremenski invertovanog signala

AUkoliko je bilateralna Z transformacija diskretnog signala x(n) jednaka X(z), tada
vagi
Zp{x(-n)} = X(z*)

AAko je oblast konvergencije X(z) . <|7 <r,, tada je oblast konvergecije Z {x(-n)}
jednakal/r, <|4<1/r,

ADokaz:

Z{x(- n)} = é_ X(-n)z " = é_ x(m)z™ = é x(m)(z'l)'m = X(z'l).

n=-

AObl ast konvergencije gornj er1<$z'd‘m§oddkbat a
sledil/r, <|4<1/r,



Linearnost ¢

ABilateralna i unilateralna Z transformacija su linearne operacije. Ako imamo dva
proizvoljna diskretna signala x,(n) i X,(n) i dve proizvoljne realne konstante c, i
C,, iakojex(n)=cx;(nN)+cx,(n), tada vagi

X(2) = ¢,X,(2) + €,X,(2),

April emu j e obl as X(2)kedstawarpesekablasii lonvergencije
X1(2) 1 X5(2)

o]
un

ADokaz:  X(@)= & x2" = & (ex M +ex)z" =

n=- © n=- o

—6 8 % (2" +¢, 8 (2" =6, X,(2) + 6, X, (2).

n=- n=- ©

AKako obe gornje sume istovremeno moraju konvergirati da bi postojao X(z),
oblast konvergencije X(z) predstavlja presek oblasti konvergencije X,(z) i X,(z)



Z transformacfja vremenski pomerenog signala u desno |

AZa bil ateral nu i uni | a interesantne asobie ukaliko n s
j] e potrebno i1 zralunati Z transf orsignala i

AUkoliko nam je poznata bilateralna Z transformacija, X(z), diskretnog signala
Xn), a potrebno je 1 zralunat.| bi l ater al
signala vremenski pomerenog za k mesta u desno, x(n-k),va gi sl edel

Z {X(n-K)} = z*X(2)

AOblast konvergencije Z,{x(n-k)} jednaka je oblasti konvergencije Z,{x(n)}, uz
eventualnou k | j u lizbaciganj¢ z=0 ili |4 =2

ADokaz:
Z{x(n- k=g x(n-Kz"=g x(mz™ =z"Q x(mz " =z"X(2)

n=- «
m=n- k



Z transformacija vremenski pomerenog signala u desno |l

AU sl ul aju unilateralne Z transfor maci

Z {X(n-K)} = z*X(2) +x(-K)+z X (-k+1)+...+Z K+ 1x(-1)

ADokaz:
ZAx(n- kK= x(n- kz"= g x(mz™* =
n=0 m=- k
m=n- K

=X(-K)+ X(-k+)z  +.. +x(- Dzt + z'ké x(myz' ™ =

m=0

=x(-K) + 2 X(- k+D) +..+ 2 *x(- 1) + 2" X(2)



Z transformacija vremenski pomerenog signala u levo |

AU sl ul aju da je potrebno izralunati Z
vremenski pomerenogulevozakmest a, vagezes!|l edel e

AUkoliko nam je poznata bilateralna Z transformacija, X(z), diskretnog signala
Xn), a potrebno je 1 zralunat.| bi l ater al
signala vremenski pomerenog za k mesta u levo, x(n+k),va gi sl edel a

Z {X(n+k)} = zZkX(z)

AOblast konvergencije Z {x(n+k)} jednaka je oblasti konvergencije Z {x(n)}, uz
eventualnou k | j u lizbaciganj¢ z=0 ili |4 =2

ADokaz: ; ] )
Z{x(n+k)} = § x(n+k)z"= § x(mz ™ =2* § x(mz " =2*X(2)

n=- o m=- © m=- ©
m=n+k



Z transformacija vremenski pomerenog signala u levo |l

AU sl ul aju unilateralne Z transfor maci

Z {X(n+Kk)} = ZX(2)-z*x(0)-z*1x(1)-...-z x(k-1)

ADokaz:

Z{x(n+k)} = a x(n+k)z'" = a x(m)z' ™ =

m=n+k

= zké_ XMz ™ - x(k-D)z"- x(k- 2)2% - ..+ x(0)Z" =

= 7*X(2)- Z*x(0)- Z“*x(1) - ...~ Z'x(k - 1)



Diferenciranjefu transformacionom domenu

AUkoliko nam je poznata bilateralna ili unilateralna Z transformacija, X(z),
diskretnog signalax(n), a potrebno j e 1 zralunat.|
transformaciju tog istog dinsnk@evangig s
sl edel a veza

2,,{n6(n)} = - 26~ X (2)

AOblast konvergencije Zy, {n-X(n)} jednaka je sa oblasti konvergencije X(z)

ADokaz:
Zb{nC')((n)} = a n&(n)z " =- zé -n&(n)z "t =- za x(n)diz[z'”]:

n=- o n=- o n=- o

= & EIC: =" i
= Zdza X(n)z deX(z)

n=-



Skaliranje“u transformacionom domenu

AUkoliko nam je poznata bilateralna ili unilateralna Z transformacija, X(z),

diskretnog signalax(n), a potrebno
transformaciju tog
sl edel a veza

PN
|- OOt

z, fa" &)} = x&8 ai r

vO)
QO

je 1zr al

unat i
i st og diasa&k(®tvradggd

AAko je oblast konvergencije X(z) jednakar, <|4 <r,, onda je oblast konvergencije

Z, fa"x(n)} jednakar,fa <|7 <r,[a

ADokaz: »

Zb{an ("3<(n)}: é a"&x(n)z " a x(n) ae—o =X

n=- o n=- o a_

Q_)o

Ol
BN
N

|- OO

vO)
QO

AObl ast konvergenciije gornjerg%}xmge dat a

sledir,ja <|7 <r,jd



Z transforh]acfj'a konvolucije dva diskretna signala |

AJedna od najvagnijih osobina Z transf
| zralunati aperiodilna konvolucija dv
domenu

AAko imamo dva proizvoljna diskretna signala x,(n) i x,(n),t ada se aper
konvolucija ova dva signala, x(n) = x,(n) * x,(n), u transformacionom domenu
moge i zralunati na sledeli nalin

X(2) = X4(2)- X3(2),

April emu | e obl as X@)kedstavwarpesekoblasi konvergencije
X1(2) 1 X5(2)



Z transforh]acfj'a konvolucije dva diskretna signala Il

ADokaz:

Z,{x(n)* x,(n)} =2 blaxl(loxz(n k)ﬁ a@xl(k)xzm k)ocz“-

n=- d;k—-
- a Pty a (- Y& @ % (07 B x, () § 0=
Ck=- o “Cl=- o =

I=n- k

= X,(2),(2)

AKako obe gornje sume istovremeno moraju konvergirati da bi postojao X(z),
oblast konvergencije X(z) predstavlja presek oblasti konvergencije X,(z) i X,(z)



¥
entity test_shift is /A ('.' - I
generic ( width : irteger :—‘JJ!

port ( in Std-'_\v'ilogiC:

resghc in std_ulogic i
loa? Lin st:gl_._b}'ogic; :
en ®in sti_ulogic: . |
outp : out.atgksyRogic );

test_shift’ g 1 . ;‘

ML
e
l . A -



Tablica oshovih transformacionih parova |

AU donjoj tabeli prikazani su neki naj
transformaci oni parovi, zajedno sa od

AKori gl enjem ovih osnovnih transfor mac
transformaci je, prikazani h ranije, mo
transformaciju slogenijih diskretnih
definicionih izraza

--_ Oblast konvergencije

G(n) zl C
B h(n) Zil 4>1
a"h(n) z-_Za |z >|a|

nh(n) e _21)2 4>1




Tablica oshovih transformacionih paroval ll

X
>
X
N

n*h(n) Z>1
H na’h(n) Z > |al
n?a”h(n) 7 >4
H ea"h(n)

u FRV &Q K Q Z>1
VLQ &Q K Q 7>1
a”FRV &Q K Q 2> 4|

|
(@)



